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אינטגרציה". סדר החלפת "משפטי
מדידה. f : X × Y → R ו– שלמות מידות µ, ν ו– מידה, מרחבי (X,µ), (Y, ν) בהיתנן

ש: רוצים היינו אזי
dsbh∫

X

(

∫
Y

f(x, y)dν(y))dµ =

∫
X×Y

f(x, y)dµ× dν =

∫
Y

(

∫
X

f(x, y)dµ(x))dν

בפועל:

פוביני משפט

נכון. זה אז המכפלה) למידת (ביחס אינטגרבילית f אם

טונלי משפט

σ–סופיות. µ, ν שלילית, אי f ≥ 0
בשניהם. להשתמש מותר אז וσ–סופית שלמה לבג שמידת ברור

תרגיל:
.An = {(x1, . . . , xn)|

∑n
i=1 |xi| < 1} נגדיר

.An של המידה להיות In נגדיר
.In את חשבו

לעשות: נרצה פתרון:

In =

∫
Rn

χAn
dnm

פעמים. n לבג מידת של מכפלה כלומר ממדית, n–ה לבג מידת mn כאשר
לתכונה: לב נשים

χa,x2,...,xn = χAn−1(
x2

1− |a|
, . . . ,

xn
1− |a|

)

מתקיים: כי
n∑
i=2

|xi| < 1− |a|

1
1−|a|

∑n
i=2 |xi| < 1 נחלק: אם

1



In =

=

∫
Rn

χAn

1
=

∫
R
χA1(a)

∫
Rn−1

χAn1
(

x2

1− |a|
, . . . ,

xn
1− |a|

)dn−1m
2
=

=

∫
R
χA1

(a)(

∫
Rn−1

χ(1−|a|An−1
(x2, . . . , xn))

3
=

=

∫ 1

−1

(1− |a|)n−1 · In−1da = 2 · 1− |a|)n

n

∣∣1
−1
In−1 =

=
2

n
In−1 =

2

n
· 2

n− 1
In−2 = . . . =

2n

n!

פוביני .1
מדוע? χA1(x1

a ) = χa·A1(x1) .2

χA1(
x1

a
) =

{
1, x1

a ∈ A1

0, אחרת
=

{
1, x1 ∈ a ·A1

0, אחרת

.3

m(χaA) = a ·m(χA)

∫ולכן,
1aAd

nm = an
∫
1Ad

nm

ב– נסתכל תרגיל:
Π = {z ∈ C||z| = 1}

.Π על המנורמלת לבג מידת µ = m
2π ותהי

.µ(A) = b ש– וגם ,
∫

Π
fdµ = α שמתקיים כך מדידות, A–ו f : Π→ R נתונות נניח

θ עבור h(θ0) =
∫
∼A f ≥ b · α ש– כך Ã ונסמנו A הקבוצה של סיבוב קיים כי הראו

כלשהו.

הוא: θ–ב סיבוב הערה.
∼ A = eiθA

את θ ∈ [0, 2π) לכל נגדיר פתרון:

h(θ) :=

∫
Π

f(eiθ) · χA(ei(t+θ))dµ(t)
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המסובבת. הקבוצה על f של אינטגרל ולעשות θ ב– A את לסובב זה
נחשב:

∫
Π

h(θ)dµ(θ) =

=

∫
Π

(

∫
Π

f(eit)χA(ei(t+θ))dtdθ
1
=

=

∫
Π

(

∫
Π

f(eit)χA(ei(t+θ))dθ)dt =

=

∫
Π

f(ei(t+θ))(

∫
Π

χA(ei(t+θ))dθ)dt =

∫
Π

f(eit)µ(A)dt︸ ︷︷ ︸
=b

= b

∫
Π

f(eit)dt︸ ︷︷ ︸
=α

= b ·α

χA אינטגרבילית, f פוביני: .1 .[0, 2π) ב– למספרים אלה Π על לא כמובן היא הכוונה
להזזות אינווריאנטית µ .2 אינטגרבילית. מכפלתן לכן וחסומה אינטגרבילית

h(θ) ≥ bα̇ ש– כך θ ∈ [0, π) קיים ולכן
(h(θ) < b · a) מקבלים היינו אחרת ∫כי

Π

h(θ)dθ < b · α ·
∫

Π

1dθ = b · α

שחישבנו. למה בסתירה
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